
�ëàâà 9Còîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêàâíóòðåííèõ ïåðåìåííûõÂ ïåðâîé ãëàâå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî âíóòðåííèå ïåðåìåííûå èìåþò ïóëüñèðóþùóþñîñòàâëÿþùóþ, êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõÿâëåíèé, ÷òî ìû è äåëàëè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Îäíàêî èíîãäà âñòðå÷àþòñÿñëó÷àè, êîãäà �ëóêòóàöèè ñîñòàâëÿþò ñóùíîñòü ÿâëåíèÿ è íå ìîãóòáûòü ïðåíåáðåæåíû. Íà÷àëî ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè îòíîñÿò îáû÷íî êèçó÷åíèþ äâèæåíèÿ âçâåøåííûõ â æèäêîñòè ìàëûõ ÷àñòèö, ïîëó÷èâøåãîíàçâàíèå áðîóíîâñêîãî (Ýéíøòåéí, 1905; Langevin, 1908), õîòÿ âïîñëåäñòâèèâûÿñíèëîñü, ÷òî ïåðâàÿ �îðìàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áûëà âûïîëíåíàíà ïðèìåðå ïóëüñàöèè ðûíî÷íîé öåíû (Ba
helier, 1900). Ïîäîáíî òîìó,êàê áëóæäàíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ñâîäèòñÿ ê õàîòè÷åñêîìó ìîëåêóëÿðíîìóäâèæåíèþ, ñëó÷àéíûå ïóëüñàöèè öåíû ñâîäÿòñÿ ê ñëó÷àéíîñòÿì ïîâåäåíèÿýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ, îäíàêî òåîðèÿ äèíàìèêè öåíû íå ïðèîáðåëà åù¼òàêîé ÿñíîñòè è çàâåðøåííîñòè, êîòîðóþ èìååò òåîðèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè áûëà ïðèìåíåíà ê ìíîãî÷èñëåííûìñèòóàöèÿì, êîãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñóùåñòâåííûå ïóëüñàöèè íåêîòîðîéïåðåìåííîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû.9.1 Äèíàìèêà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöûÏóëüñèðóþùåå äâèæåíèå, ñîâåðøàåìîå ìàëûìè ÷àñòèöàìè (÷àñòèöû ïûëè,êîëëîèäíûå ÷àñòèöû ñ ðàäèóñîì ïðèáëèçèòåëüíî 10−4 cm), âçâåøåííûåâ æèäêîñòè èëè â ãàçå è íàáëþäàåìûå ïðè ïîìîùè ìèêðîñêîïà, áûëî229



�èñóíîê 9.1 Äâèæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöûÍà ðèñóíêå èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû îò íà÷àëüíîéòî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0,0).îáíàðóæåíî â 1826 áîòàíèêîì �îáåðòîì Áðàóíîì. Îí çàìåòèë, ÷òî ÷åðåçðàâíûå èíòåðâàëû âðåìåíè∆t≫ 10−10 sek áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿâ ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè íà ñëó÷àéíîå ðàññòîÿíèå. Ïîëîæåíèå áðîóíîâñêîé÷àñòèöû, îòìå÷åííûå ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâàëû âðåìåíè, âûãëÿäèò, íàïðèìåð,òàê, êàê ïîêàçàíî íà �èñ. 9.1. Ïðèðîäà áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îñòàâàëàñüçàãàäêîé â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè.Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿïîëîæåíèåì r è ñêîðîñòüþ v è èñïîëüçîâàòü çàêîí Íüþòîíà â ñòàíäàðòíîé�îðìå
dr

dt
= v, m

dv

dt
= F (t, r) (9.1)äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèöû? Ñèëà â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíà âêëþ÷àòüñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ è áûòü îïðåäåëåíà òàê, ÷òîáû îïèñàòü ñëó÷àéíûåïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Ìû ïðåäïîëàãàåì,÷òî ñèñòåìà â öåëîì íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè.230



9.1.1 �àñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì�åçóëüòàòû íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíûòàê, ÷òî ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ ñðåäè ìîëåêóë æèäêîñòè è âçàèìîäåéñòâóþùàÿñ íèìè, ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â òåïëîâîì äâèæåíèè ÷àñòèö æèäêîñòè. Êîíå÷íî,ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íå î÷åíü âåëèêà, íî è íåìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîëåêóëàìè æèäêîñòè. Â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèèñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ÷àñòèö ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþÌàêñâåëëà (ñì. ðàçäåë 2.3.1)
f(v) = C exp

(

−mv2

2T

) (9.2)ãäå C � ïîñòîÿííàÿ íîðìèðîâêè, m � ìàññà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ
∫ ∞

0
e−x2

dx =

√
π

2
,

∫ ∞

0
x2e−x2

dx =

√
π

4
,íàõîäèì ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû

〈v2〉 =
3T

m
(9.3)9.1.2 Ââåäåíèå ñëó÷àéíûõ ñèëÌîæíî äîïóñòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (9.1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

dr

dt
= v, m

dv

dt
= φ(t), (9.4)ïðè÷¼ì ñëó÷àéíóþ ñèëó φ(t) ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòåâû÷èñëåíèé ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå (9.3).Èç óðàâíåíèé (9.4) èìååì

v(t) = v(0) +
∫ t

0
φ(s)dsçàòåì

d〈v2〉
dt

= 2

〈

v
dv

dt

〉

=
2

m

∫ t

0
〈φ(s)φ(t)〉ds (9.5)231



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòàñêîðîñòè äîëæíà áûòü çàäàíà êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíûõ ñèë
〈φi(s)φj(t)〉Ó÷èòûâàÿ íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå ñëó÷àéíûõ ñèë, ìû äîïóñêàåìíåçàâèñèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû îò ñìåùåíèÿ âî âðåìåíè, ÷òîçíà÷èò çàâèñèìîñòü îò àðãóìåíòà, è íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ñèë äðóãîò äðóãà, òàê ÷òî ìû ìîæåì çàïèñàòü

〈φi(s)φj(t)〉 = Aδijδ(t− s) (9.6)ãäå A � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû � ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ñëåäóåò îïðåäåëèòü.Ýòà ñëó÷àéíàÿ ñèëà � áåëûé øóì.Òåïåðü, âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (9.5), íàõîäèì
d〈v2〉

dt
=

6

m
A (9.7)÷òî îïðåäåëÿåò âîçðàñòàíèå ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû

〈v2〉 = const+
6

m
At (9.8)Ýòîò ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î íåñîâåðøåíñòâå èñõîäíûõ óðàâíåíèé(9.4).9.1.3 Óðàâíåíèå ËàíæåâåíàÂîçðàñòàíèå ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû êàê-òî äîëæíî áûòüêîìïåíñèðîâàíî. Ëàíæåâåí (Langevin, 1908) ââåë ñèëó òðåíèÿ, ïîñëå ÷åãîóðàâíåíèå äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ïðèîáðåòàåò âèä

dr

dt
= v, m

dv

dt
= −ζv + φ(t) (9.9)ãäå ζ � êîý��èöèåíò òðåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, êîòîðûé äëÿ ñ�åðûðàäèóñà a â âÿçêîé æèäêîñòè (êîý��èöèåíò âÿçêîñòè η) ïî Ñòîêñó èìååòâèä

ζ = 6πaη (9.10)Íîâûé ÷ëåí îïèñûâàåò óñðåäíåííóþ ðåàêöèþ ñðåäû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòüè âÿçêîóïðóãîé, åñëè âðåìÿ ðåëàêñàöèè êîíå÷íî.232



Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9.9) � óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà � â áîëåå êîìïàêòíîìâèäå
dr

dt
= v,

dv

dt
= −γv + f (t), γ =

ζ

m
, f(t) =

φ(t)

m
(9.11)Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà eγt è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âðåìåíè îò 0 äî t

∫ t

0
eγx dv

dx
dx = −γ

∫ t

0
eγxv(x)dx+

∫ t

0
eγxf(x)dxËåâóþ ÷àñòü èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîñëå ÷åãî íàõîäèì ñêîðîñòü

v(t) = v(0)e−γt +
∫ t

0
e−γ(t−x)f(x)dxÂû÷èñëèì òåïåðü êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ êîìïîíåíò ñêîðîñòè

〈vi(s)vj(t)〉 = e−γ(t+s)
∫ t

0

∫ s

0
eγ(x+u)〈fi(x)fj(u)〉dxdu (9.12)Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ñèëà îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òîè ðàíåå, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

〈φi(s)φj(t)〉 = m2〈fi(s)fj(t)〉 = Aδijδ(t− s) (9.13)÷òî îïðåäåëÿåò
〈vi(s)vj(t)〉 =

A

m2
δije

−γ(t+s)
∫ t

0

∫ s

0
eγ(x+u)δ(x− u)dxdu (9.14)Ïðèñóòñòâèå äåëüòà-�óíêöèè ïî çíàêîì äâîéíîãî èíòåãðàëà îçíà÷àåò,÷òî èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðÿìîé x = u äî ìåíüøåãî èç âåðõíèõïðåäåëîâ, òàê ÷òî

∫ t

0

∫ s

0
eγ(x+u)δ(x− u)dxdu =



















∫ s

0
e2γxdx, s < t,

∫ t

0
e2γxdx, t < s,

(9.15)
〈vi(s)vj(t)〉 =

A

2γm2
δije

−γ(t+s) ·











e2γs − 1, s < t,

e2γt − 1, t < s,
(9.16)233



Îêîí÷àòåëüíî, ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
〈vi(s)vj(t)〉 =

A

2γm2
δij
(

e−γ|t−s| − e−γ(t+s)
) (9.17)�åçóëüòàò íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè ñìåùåíèè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè,òàê ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ñëåäóåò ïîëîæèòü íóëþ (�îðìàëüíîïðè t→ ∞). Îïðåäåëÿÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè è ñîïîñòàâëÿÿåãî ñî çíà÷åíèåì (9.3), íàõîäèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé A = 2Tζ , òàê ÷òîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíûõ ñèë â óðàâíåíèè (9.9) äîëæíà áûòüçàäàíà â âèäå

〈φi(s)φj(t)〉 = 2Tζδijδ(t− s) (9.18)äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòàñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî �ëóêòóàöèè ñèë îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìèñ êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ (âÿçêîñòè). Ñîîòíîøåíèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàþò�ëóêòóàöèîííî-äèññèïàòèâíàìè ñîîòíîøåíèÿìè.9.1.4 Ñðåäíåå ñìåùåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöûÑëó÷àéíàÿ ñèëà â óðàâíåíèè (9.9) îïðåäåëåíà òàê, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûéðåçóëüòàò äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, è òåïåðüìû ìîæåì ïîäâåðãíóòü óðàâíåíèå íîâîìó èñïûòàíèþ, âû÷èñëèâ ñðåäíèéêâàäðàò ñìåùåíèÿ, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (9.9).Ïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü âòî÷êå r(0), ïðåäñòàâèì ñìåùåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû çà âðåìÿ t â âèäå
r(t) − r(0) =

∫ t

0
v(x)dxÑðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñìåùåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ñâÿçàíî ñêîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé ñêîðîñòè ÷àñòèöû

〈r2〉 =
∫ t

0

∫ t

0
〈v(x)v(x′)〉dxdx′ (9.19)òàê ÷òî, â ñèëó óðàâíåíèÿ (9.17),

〈r2〉 =
3T

m

∫ t

0

∫ t

0
e−γ|x−x′|dxdx′ (9.20)234



Ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ
〈r2〉 =

3T

m

[

∫ t

0

∫ x

0
e−γ(x−x′)dx′dx+

∫ t

0

∫ x′

0
e−γ(x′−x)dxdx′

]

=
6T

mγ

∫ t

0

(

1 − e−γx
)

dx

=
6T

mγ

[

t+
1

γ

(

e−γt − 1
)

]Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ (t→ ∞), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
〈r2〉 =

6T

mγ
t =

6T

ζ
t, (9.21)êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîý��èöèåíò äè��óçèè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö

D =
T

ζ
(9.22)9.1.5 Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿÄèíàìèêó áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ìîæíî îïèñûâàòü äðóãèì ñïîñîáîì: âìåñòîóðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñà

r(t) è p(t) ìîæíî óñòàíîâèòü óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõâåëè÷èí f(t, r,p), òàêîé, ÷òî âåëè÷èíà
f(t, r,p) drdpîïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ýëåìåíòåøåñòèìåðíîãî �àçîâîãî îáú¼ìà drdp.Çàïèøåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(t,p),ñëåäóÿ Ëè�øèöó è Ïèòàåâñêîìó (1979). Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì âåðîÿòíîñòüèçìåíåíèÿ èìïóëüñà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû îò p(t) ê p(t) − q

w(p, q) dq.Òîãäà êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè f(t,p) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå
∂f(t,p)

∂t
=
∫

[w(p + q, q)f(t,p + q) − w(p, q)f(t,p)] dq235



Â ñèëó òîãî, ÷òî èçìåíåíèå èìïóëüñà q ìíîãî ìåíüøå åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ,ïåðâàÿ ÷àñòü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò áûòü çàìåíåíà ðàçëîæåíèåì
w(p + q, q)f(t,p + q) ≈ w(p, q)f(t,p) + q

∂(wf)

∂p

∣

∣

∣

∣

∣

q=0

+ qiqj
∂2(wf)

∂pi∂pj

∣

∣

∣

∣

∣

q=0Â ðåçóëüòàòå, ïðè ââåäåíèè î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèé, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåçàïèñûâàåòñÿ â âèäå
∂f

∂t
=

∂

∂pi

[

Aif +
∂

∂pj
(Bijf)

]

. (9.23)Çàïèñàííîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â èìïóëüñíîìïðîñòðàíñòâå, à âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåòïëîòíîñòü ïîòîêà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå
Si = −Aif − ∂

∂pj
(Bijf) (9.24)Â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, ïîòîê (9.24) ðàâåí íóëþ, ïðè ýòîì�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä (9.2), ÷òî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü âåëè÷èíû

Ai è Bij , è ïåðåïèñàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå
∂f

∂t
=

∂

∂pi

[

Bij

(

pj

mT
f +

∂f

∂pj

)]

. (9.25)Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî äàëåå, åñëè çàìåòèòü, ÷òî çàâèñèìîñòüþâåëè÷èíû Bij îò âåêòîðà p ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê ÷òî Bij = δij , èóðàâíåíèå (9.25) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
∂f

∂t
= B

∂

∂pj

(

pj

mT
f +

∂f

∂pj

)

. (9.26)Êîý��èöèåíò B èãðàåò ðîëü êîý��èöèåíòà äè��óçèè â èìïóëüñíîìïðîñòðàíñòâå.Óðàâíåíèÿ (9.23), (9.25) è (9.26) ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå �îðìûóðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè áðîóíîâñêèõ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì f(t,p). Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíîâ êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿçàâèñÿùåé òàêæå îò êîîðäèíàòû r, è ïîòîìó óðàâíåíèÿ (9.23), (9.25)236



è (9.26) ëåãêî ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè f(t, r,p) ïðèäîáàâëåíèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò. Íàïðèìåð,âìåñòî óðàâíåíèÿ (9.26) çàïèñûâàåì
∂f

∂t
+
pj

m

∂f

∂rj
= B

∂

∂pj

(

pj

mT
f +

∂f

∂pj

)

. (9.27)Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðè èñêëþ÷åíèè èìïóëüñà ñëåäóåò (Óëåíáåê,1971) óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(t, r) � óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà-Ñìîëóõîâñêîãî
∂f

∂t
= D

∂f

∂rj∂rj
, (9.28)ãäå D = T/(mB) � êîý��èöèåíò äè��óçèè áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö. Ïðèñðàâíåíèè ñ âûðàæåíèåì (9.22) íàõîäèì, ÷òî mB = ζ .9.2 Äèíàìèêà ðûíî÷íûõ îòíîøåíèéÑîâðåìåííûå ðûíêè ïðåäñòàâëÿþò ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííûåñèñòåìû, â êîòîðûõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî àãåíòîâ (ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ)âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è ðåàãèðóþò íà äîñòóïíûå ñîîáùåíèÿ,÷òîáû îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùóþ öåíó äëÿ äàííîãî òîâàðà è ñîâåðøèòüñäåëêó. Ïðèñòóïàÿ ê àíàëèçó ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé, çàìåòèì, ÷òî îáúåêòàìèîáìåíà íà ðûíêàõ ÿâëÿþòñÿ êàê øèðîêî èçâåñòíûå òîâàðû (íàïðèìåð,æèâîòíûå, ðóäà, îáûêíîâåííûå àêöèè, âàëþòû), òàê è ñïåöèàëüíî èçîáðåò¼ííûåòàê íàçûâàåìûå ïðîèçâîäíûå ïðîäóêòû (derivatives). Ïðèìåðàìè òàêèõïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ �üþ÷åðñû è îïöèîíû. Ôüþ÷åðñ � ýòî îáÿçàòåëüñòâî,ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîêóïàòåëü îáÿçóåòñÿ êóïèòü àêòèâ â îãîâîðåííûéñðîê, à ïðîäàâåö - ïðîèçâåñòè ïðîäàæó ïî îïðåäåëåííîé, çà�èêñèðîâàííîéâ ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà, öåíå. Â ñîãëàøåíèè îãîâàðèâàþòñÿ âèäàêòèâà, åãî ðàçìåð, ñðîê èñïîëíåíèÿ ñäåëêè è öåíà. Ñïèñîê òîðãóåìûõ�üþ÷åðñíûõ òîâàðîâ íå îãðàíè÷åí: åñòü �üþ÷åðñû íà ìåòàëëû, çåðíî,äðåâåñèíó, õëîïîê, ñòàëü, íå�òü, âàëþòó è ìíîãîå äðóãîå. Â îòëè÷èå îò�üþ÷åðñà, îïöèîí âêëþ÷àåò íå îáÿçàííîñòü, à ëèøü ïðàâî äëÿ ïîêóïàòåëÿîïöèîíà ïðèîáðåñòè èëè ïðîäàòü îïðåäåë¼ííûé ïðîäóêò â �èêñèðîâàííîåâðåìÿ è ïî �èêñèðîâàííî¼ öåíå. Ïðè ñîâåðøåíèè óïîìÿíóòûõ ñîãëàøåíèéïðîèçâîäèòåëè òîâàðà è åãî ïîòðåáèòåëè çàðàíåå îãîâàðèâàþò ïîñòàâêóîïðåäåëåííîãî òîâàðà íà îïðåäåëåííóþ äàòó ïî çàðàíåå èçâåñòíîé öåíå,ñòðàõóÿ, òàêèì îáðàçîì, òîðãîâûå ðèñêè.237



9.2.1 Ýëåìåíòàðíàÿ ñäåëêà�àññìîòðèì äëÿ íà÷àëà íåïîñðåäñòâåííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîêóïàòåëÿè ïðîäàâöà. Â ýëåìåíòàðíîì àêòå îáìåíà àãåíòû íå çíàþò îá "èñòèíîé"öåíåïðîäóêòà, òàêîâîé ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò, íî âñ¼ æå ïîêóïàòåëü è ïðîäàâåöíàçíà÷àþò ñâîè öåíû, xb è xs, èñõîäÿ èç ñîáñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé. Î÷åâèäíî,÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëêà ñîñòîÿëàñü, ïîêóïàòåëü è ïðîäàâåö äîëæíûñîãëàñîâàòü öåíó, òàê ÷òî íàçíà÷åííûå ïîêóïàòåëåì è ïðîäàâöîì öåíûèçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëàì
dxb

dt
= −kb (xb − xs)

dxs

dt
= −ks (xs − xb) (9.29)Â ýòèõ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèÿõ êîý��èöèåíòû kb è ks çàâèñÿò îò ñêëîííîñòèàãåíòîâ êóïèòü èëè ïðîäàòü ïðîäóêò è ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïîëîæèòåëüíûìèâåëè÷èíàìè. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçëè÷èå ìåæäóöåíàìè ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ íè ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûì, xb ≈

xs, ÷òî îïðåäåëÿåò îêîí÷àòåëüíóþ öåíó. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿâ ðåçóëüòàòå çàâåðøåííîé ñäåëêè öåíà x ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.Ñèòóàöèÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 9.2. Çíà÷åíèå "èñòèíîé"öåíû, ìîæíî ïîëàãàòü,íàõîäèòñÿ â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìåæäó öåíàìè ïîêóïàòåëÿè ïðîäàâöà, èíòåðâàë ìåæäó êîòîðûìè óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì ïîçàêîíó
d(xb − xs)

dt
= −(kb + ks) (xb − xs).Çíà÷åíèå òåêóùåé öåíû îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìèçíà÷åíèÿìè öåíû.
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�èñóíîê 9.2 Óñòàíîâëåíèå öåíû ïðè ñäåëêå ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿÂ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîäàâåö è ïîêóïàòåëü íàçíà÷àþò ñâîè íà÷àëüíûåöåíû: 1.5 è 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè óñòàíîâëåíèè êîìïðîìèññà, öåíû ïðîäàâöà èïîêóïàòåëÿ èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (9.29) ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìèïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò óñòàíîâëåíèåöåíû ïðè îäèíàêîâîé ñêëîííîñòè àãåíòîâ ê êîìïðîìèññó, à ñïëîøíûå ëèíèè �ïðè áîëüøåé óñòóï÷èâîñòè ïðîäàâöà. Òî÷å÷íûå êðèâûå ìåæäó ëèíÿìè ïîêàçûâàþòâîçìîæíóþ êîìïðîìèññíóþ öåíó â äâóõ ñëó÷àÿõ.9.2.2 Òåîðèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî äîõîäàÏîêóïàòåëþ, ïðèõîäÿùåìó íà ðûíîê íåêîòîðîãî ïðîäóêòà ñ öåëüþ ïîëó÷èòüïðèáûëü, ïðåäîñòàâëåíà âîçìîæíîñòü âûáîðà: îí ìîæåò ïðèîáðåñòè ïðîäóêòïî ðûíî÷íîé öåíå S(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé âðåìåíè t,èëè æå çàêëþ÷èòü êîíòðàêò íà ïðèîáðåòåíèå ïðîäóêòà ÷åðåç îïðåäåë¼ííîåâðåìÿ T ïî îïðåäåë¼ííîé çàðàíåå öåíåK. Ïîêóïàòåëü èìååò îïðåäåë¼ííóþñóììó äåíåã, êîòîðóþ îí ìîæåò ïîòðàòèòü íà ïðèîáðåòåíèå ïðîäóêòà
mSS +mV V = const,239



ãäåmS èmV ïðåäñòàâëÿþò êîëè÷åñòâà ïðîäóêòîâ, ïðèîáðåòàåìûõ ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè, à S è V � öåíû ïðîäóêòà íà ñâîáîäíîì ðûíêå è ïî êîíòðàêòó.Íåîáõîäèìî íàéòè ïðàâèëî âûáîðà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîëè÷åñòâàìèïðîäóêòà, êóïëåííîãî ïî ðûíî÷íîé öåíå è êîëè÷åñòâîì ïðîäóêòà (÷èñëîàêöèé), êîòîðîå äîëæíî áûòü óäåðæàíî ïî �èêñèðîâàííî¼ öåíå, ñ òåì,÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïðåäïîëàãàåìûé ïîñòîÿííûé äîõîä ñ òåìïîì ðîñòà
r â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t è âû÷èñëèòü öåíó îïöèè.Î÷åâèäíî, ÷òî ïî îêîí÷àíèè êîíòðàêòà ïîêóïàòåëü èìååò âûèãðûøèëè ïîòåðþ â ðàçìåðå S(T )−K íà åäèíèöó ïðîäóêòà, ïðè÷¼ì ïðè ëþáîéïîòåðå ñòîèìîñòü îïöèè, î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ. Âåëè÷èíà

V (S, T ) = max{S(T ) −K, 0} (9.30)ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà öåíó êîíêðåòíîé îïöèè â ìîìåíò âðåìåíè T .Äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ, êîíòðàêò ìîæåò áûòü ïðîäàí; âîçìîæíàÿöåíà êîíòðàêòà V (S, t) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé �óíêöèåé S è t.Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî Merton (1973), Bla
k and S
holes (1973) ïðåäëîæèëèìåòîä ðåøåíèÿ ïðîáëåìû.1Óðàâíåíèå Bla
k-S
holesÏðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðûíî÷íàÿ öåíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
dS = µS dt+ S dz, (9.31)ãäå dz ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåìè ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (äèñïåðñèåé)

dz = 0, (dz)2 = σ2dt. (9.32)Íàðÿäó ñ ýòèì ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
|dz| ∼ (dt)1/2. (9.33)Èíòóèòèâíî, z(t) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ïóëüñèðóåò ñëó÷àéíûìîáðàçîì; õîðîøèé äèñêðåòíûé àíàëîã äëÿ z(t) ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòîå ñëó÷àéíîå1"For a new method to determine the value of derivatives", Merton and S
holes re
eivedthe 1997 Nobel Prize in E
onomi
s (The Sveriges Riksbank Prize in E
onomi
 S
ien
esin Memory of Alfred Nobel) for their work. Though ineligible for the prize be
ause of hisdeath in 1995, Bla
k was mentioned as a 
ontributor by the Swedish a
ademy.240



áëóæäàíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî z(t), è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî áåñêîíå÷íîìàëîå ïðèðàùåíèå dz, ïðåäñòàâëÿåò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê ñëó÷àéíîñòèâ öåíîâîé èñòîðèè ïðîäóêòà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (9.31) óòâåðæäàåò,÷òî áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå öåíû íà ïðîäóêò S èìååò îæèäàåìîåçíà÷åíèå µ dt è ñðåäíåå îòêëîíåíèå σ2dt.Îöåíêà âîçìîæíîãî êîíòðàêòà (the pri
e of a 
all option) V = V (S, t) âïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ñòîõàñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé
S; èçìåíåíèå ýòîé âåëè÷èíû èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé êîìïîíåíò òàê æåêàê äåòåðìèíèðîâàííûé êîìïîíåíò. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòè êîìïîíåíòû,ðàçëîæèì âåëè÷èíó V â ðÿä Òýéëîðà

dV =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS +

1

2

∂2V

∂S2
(dS)2 +

∂2V

∂S∂t
dSdt+

1

2

∂2V

∂t2
(dt)2 + . . . .Çàìåíÿåì dS ïî (9.31) è, ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî dtè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî dz, íàõîäèì:

dV =
∂V

∂t
dt+S

∂V

∂S
(µ dt+dz)+S2 1

2

∂2V

∂S2
(µ dzdt+(dz)2)+S

∂2V

∂S∂t
dzdt+ . . . .Äàëåå ó÷èòûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (9.32) è (9.33) è ïðèíèìàåì âî âíèìàíèåòîëüêî ñëàãàåìûå íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî dt. Îïðåäåëÿÿ îæèäàåìîåçíà÷åíèå dV , íàõîäèì ðåãóëÿðíóþ è ñëó÷àéíóþ ÷àñòè, ÷òî ïîçâîëÿåòçàïèñàòü äëÿ ïðèðàùåíèÿ

dV =

(

µS
∂V

∂S
+
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)

dt+ S
∂V

∂S
dz. (9.34)Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììûÈòî äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.�àññìîòðèì òåïåðü îïðåäåë¼ííûé íàáîð, íàçûâàåìûé ïîðò�åëåì, ñîñòîÿùèéèç îäíîãî îïöèîíà è ïðîäóêòà â êîëè÷åñòâå ∂V

∂S
(delta-hedge portfolio). Âíåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t íàáîð èìååò ñòîèìîñòü

Π = −V +
∂V

∂S
S.Ñîñòàâ ïîðò�åëÿ íå ìåíÿåòñÿ, íî ñòîèìîñòü àâóàðîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Âèíòåðâàëå âðåìåíè [t, t+∆t], ñóììàðíàÿ ïðèáûëü èëè ïîòåðÿ îò èçìåíåíèéâ ñòîèìîñòè àâóàðîâ:

∆Π = −∆V +
∂V

∂S
∆S.241



Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèå (9.31) è (9.34), íàõîäèì
∆Π =

(

−∂V
∂t

− 1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)

∆t. (9.35)Çàìåòèì, ÷òî âûáîð îïðåäåë¼ííîãî ïîðò�åëÿ îáåñïå÷èâàåò èñ÷åçíîâåíèåñëàãàåìîãî ñî ñëó÷àéíûì èñòî÷íèêîì èç óðàâíåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ ñòîèìîñòèïîðò�åëÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, äåòåðìèíèðîâàííûì. Íîðìàïðèáûëè íà ýòîì ïîðò�åëå äîëæíà áûòü ðàâíîé íîðìå ïðèáûëè íà ëþáîìäðóãîì áåñïðîèãðûøíîì èíñòðóìåíòå è ðàâíîé íàäåæíîé íîðìå ïðèáûëè- r, òî åñòü
rΠ ∆t = ∆Π. (9.36)Åñëè ìû òåïåðü ïðèðàâíèâàåì íàøè äâå �îðìóëû äëÿ∆Π, ìû ïîëó÷àåì:

(

−∂V
∂t

− 1

2
σ2S2∂

2V

∂S2

)

∆t = r

(

−V + S
∂V

∂S

)

∆t.Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò èçâåñòíîå óðàâíåíèå äëÿ îöåíêè îïöèîíà:
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (9.37)Ýòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëî óñòàíîâëåíîÌåðòîíîì (Merton, 1973) è Bla
k and S
holes (1973).Ïðèâåä¼ííûé âûâîä óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì; óðàâíåíèåìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñîñòàâå ïîðò�îëèî(Kishimoto, 2008).Ôîðìóëà Bla
k-S
holes�àçëè÷íûå �îðìóëû äëÿ îöåíêè îïöèè íàõîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ(9.37) ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå �óíêöèè âûïëàòû ïðè èñòå÷åíèÿ ñðîêàêîíòðàêòà, ÷òî îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàéä¼ì òåïåðü öåíó åâðîïåéñêîéîïöèè, ñëåäóÿ ðàáîòå . Äëÿ ýòîãî âûáèðàåì íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ â âèäå

V (0, t) = 0, for all t

V (S, t) → S, as S → ∞242



V (S, T ) = max{S −K, 0}. (9.38)Ïîñëåäíåå óñëîâèå îïðåäåëÿåò öåíó îïöèè ïðè çàâåðøåíèè êîíòðàêòà.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ââåäåíèè íîâûõ ïåðåìåííûõ ïî ïðàâèëàì
u = V erτ ,

τ = T − t,

x = ln(S/K) + (r − σ2

2
)τ (9.39)óðàâíåíèå (9.37) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå äè��óçèè

∂u

∂τ
=

1

2
σ2 ∂

2u

∂x2
.�ðàíè÷íîå óñëîâèå V (S, T ) = max{S−K, 0} òåïåðü ñòàíîâèòñÿ íà÷àëüíûìóñëîâèåì

u(x, 0) = u0(x) ≡ K(emax{x,0} − 1). (9.40)Còàíäàðòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äè��óçèè èìååò âèä
u(x, τ) =

1

σ
√

2πτ

∫ ∞

−∞
u0(y) exp

(

−(x− y)2

2σ2τ

)

dy.Ýòî âûðàæåíèå, ïðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (9.41) ïîñëå íåêîòîðûõìàíèïóëÿöèé ïðèîáðåòàåò âèä
u(x, τ) = Kex+σ2τ/2N(d1) −KN(d2),ãäå N(·) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

z
2

2 dzñ àðãóìåíòàìè
d1 =

(x+ 1
2
σ2τ) + 1

2
σ2τ

σ
√
τ

, d2 =
(x+ 1

2
σ2τ) − 1

2
σ2τ

σ
√
τ

.Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàáîðó ïåðåìåííûõ, íàõîäèìðåøåíèå óðàâíåíèÿ Bla
k-S
holes â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è îïðåäåëÿåìîöåíêó îïöèè (
all option):
V (S, t) = N(d1) S −N(d2) Ke−r(T−t) (9.41)243



d1 =
ln( S

K
) + (r + σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − t

, d2 =
ln( S

K
) + (r − σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − tÊðîìå òîãî,

d2 = d1 − σ
√
T − tÂîçìîæíî, î÷åâèäíî, ïîäîáíîå âû÷èñëåíèå äëÿ îïöèè-ïðîäàæè (putoption). Ñóùåñòâóþò òàêæå ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðèè (Hull, 2011).9.3 Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ðûíêàÇàêîíîìåðíîñòè ðûíêà îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñÿùèìè îò âèäà òîðãóåìûõòîâàðîâ, áóäü òî, íàïðèìåð, æèâîòíûå, ðóäà, îáûêíîâåííûå àêöèè, âàëþòû,îáëèãàöèè, èëè ïðîèçâîäíûå ïðîäóêòû (derivatives) ñêîíñòðóèðîâàííûåíà îñíîâíûõ �èíàíñîâûõ ïðîäóêòàõ, è îêàçûâàþòñÿ äîñòóïíûìè äëÿòåîðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ. Äàëåå èçëàãàåòñÿ ïðîñòàÿ òåîðèÿ ðûíêà îäíîãîïðîäóêòà, èíñïèðèðîâàííàÿ ðàáîòîé Áó÷î è Êîíòà (Bou
haud and Cont,2002). Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ ñîãëàøåíèé (êîíòðàêòîâ)î êóïëå-ïðîäàæå, ïî êîòîðûì ñòîðîíû èìåþò ïðàâî èëè îáÿçàííîñòüïðèîáðåñòè èëè ïðîäàòü îïðåäåë¼ííûé ïðîäóêò â �èêñèðîâàííîå âðåìÿ èïî �èêñèðîâàííî¼ öåíå, êîòîðûå äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíûåïðîäóêòû.9.3.1 Ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ðûíêà�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ðûíîê ïîñåùàþò ìíîæåñòâî ýêîíîìè÷åñêèõàãåíòîâ, ïðè÷¼ì ïîêóïàòåëè è ïðîäàâöû íå âñòðå÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî,à âçàèìîäåéñòâóþò ñ àãåíòàìè ðûíêà. Êàæäûé ïîêóïàòåëü è ïðîäàâåöïðèõîäèò íà ðûíîê ñî ñâîèì ïðåäñòàâëåíèåì î "ñïðàâåäëèâûõ öåíàõ",

xb è xs, ñîîòâåòñòâåííî, è ñîâåðøàåò îïåðàöèþ êóïëè-ïðîäàæè, çàáîòÿñüî ñîáñòâåííîé âûãîäå è îðèåíòèðóÿñü íà ðûíî÷íóþ öåíó ïðîäóêòà x(t).Î÷åâèäíî, ðûíî÷íàÿ öåíà x(t) íàõîäèòñÿ ãäå-òî ìåæäó ãîñïîäñòâóþùèìèïðåäñòàâëåíèÿìè î "ñïðàâåäëèâûõ"öåíàõ, òàê ÷òî ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå
xb < x(t) < xs (9.42)�åøåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ðûíî÷íîãî ïðîöåññà è èõ ïðåäïî÷òåíèÿ âëèÿþò íàõîä ñîáûòèé (Soros, 1988), è çàêîí èçìåíåíèÿ ðûíî÷íîé öåíû îêàçûâàåòñÿ244



äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, êàê ñâèäåòåëüñòâóþò íàáëþäåíèÿ2.×èñëåííîñòü ðûíî÷íûõ àãåíòîâÌîòèâû ïðèõîäà ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ íà ðûíîê ñâÿçàíû ñ èõ âíåðûíî÷íîéäåÿòåëüíîñòüþ, òàê ÷òî ñ÷èòàåì ÷èñëî ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿíà ðûíêå â åäèíèöó âðåìåíè (ñêîðîñòè ïîÿâëåíèÿ), vb è vs, çàäàííûìèñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðåäñòàâèòü ñèòóàöèþ, êîãäàïîòîêè ïðîäàâöîâ è ïîêóïàòåëåé íà ðûíîê ñëåäóþò êîëåáàíèÿì ðûíî÷íîéöåíû ïðîäóêòà, íî òàêóþ ñèòóàöèþ íå áóäåì â ïîñëåäóþùåì ïðèíèìàòüâî âíèìàíèå.�àññìàòðèâàÿ ðûíîê îäíîãî ïðîäóêòà, ïîëàãàåì, ÷òî íà ðûíêå îäíîâðåìåííîïðèñóòñòâóþò nb ïîêóïàòåëåé è ns ïðîäàâöîâ. Îïðåäåëåííàÿ äîëÿ ïîêóïàòåëåéè ïðîäàâöîâ ïîä âëèÿíèåì íîâîé èí�îðìàöèè, èíäèâèäóàëüíîé ïîòðåáíîñòèâ íàëè÷íûõ äåíüãàõ, èëè ñïåöè�è÷åñêèõ èíâåñòèöèîííûõ ñòðàòåãèÿõñîâåðøàåò ñâîþ ñäåëêó. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî ïîñëå ñîâåðøåíèÿ ñäåëêè÷àñòü ðûíî÷íûõ àãåíòîâ íå ïîêèäàåò ðûíîê, à æä¼ò ìîìåíòà, ÷òîáû ñöåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè ïðîäàòü èëè êóïèòü òîëüêî ÷òî ïðèîáðåò¼ííûéèëè ïðîäàííûé ïðîäóêò, òàê ÷òî äëÿ ÷èñëåííîñòè ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâíà ðûíêå ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðîñòûå áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ
dnb

dt
= vb − γbnb + αs γsns, 0 ≤ αs ≤ 1

dns

dt
= vs − γsns + αb γbnb, 0 ≤ αb ≤ 1. (9.43)Âòîðûå ÷ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëîñîâåðøåííûõ ñäåëîê; ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû γb è γs ÿâëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíûìèñêëîííîñòÿìè ê ïîêóïêå èëè ïðîäàæå, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûåâ óðàâíåíèÿõ (9.43) ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà àãåíòîâ, ïðèöåëèâàþùèõñÿ êíîâûì ñäåëêàì, ïðè÷¼ì αb è αs ÿâëÿþòñÿ äîëÿìè ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ,íå ïîêèíóâøèõ ðûíîê ïîñëå ñîâåðøåíèÿ ñäåëîê. Çàìåòèì, ÷òî αb = 1è αs = 1, åñëè âñå àãåíòû îñòàþòñÿ íà ðûíêå, ÷òîáû ó÷àñòâîâàòü âîïåðàöèÿõ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñïåêóëÿòèâíîé ïðèáûëè.2�åãóëÿðíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà öåíû ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿýêîíî�èçèêè (Mantegna & Stanley, 1999, Äóáîâèêîâ è Ñòàð÷åíêî, 2007).
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Çàêîí èçìåíåíèÿ öåíûÄëÿ îïðåäåë¼ííîñòè óäîáíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäóöåíîé è ðàçíèöåé ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì, óñòàíîâëåííóþ ïðèäåòàëüíîì îïèñàíèè îáìåííûõ ïðîöåññîâ (Walras, 1874). Äëÿ ïðîñòîòûìû ïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé ðûíî÷íûé àãåíò ïðèõîäèò ñ åäèíèöåé ïðîäóêòà.Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ñïðîñà-ïðåäëîæåíèÿê ÷èñëó àãåíòîâ è çàïèñàòü, îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì,ðåãóëÿðíîå èçìåíåíèå öåíû x(t) â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì â âèäå
dx

dt
= r (nb − ns) , (9.44)ãäå 1/r ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ãëóáèíû ðûíêà, òî åñòü èçáûòî÷íûé ñïðîñ, íåîáõîäèìûé,÷òîáû ñäâèíóòü öåíó íà åäèíèöó. Êîãäà r ìàëî, ðûíîê ìîæåò 'ïîãëîòèòü'ðàçëè÷èå ìåæäó ïðåäëîæåíèåì è ñïðîñîì ïðè î÷åíü ìàëûõ èçìåíåíèÿõöåíû.Óðàâíåíèÿ (9.43) è (9.44) ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ðûíî÷íîéöåíû è ÷èñëà àãåíòîâ íà ðûíêå. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè, ïîñêîëüêó ñêîðîñòè ïðèáûòèÿ ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâñëåäóåò ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ÷òî îïðåäåëÿåò, ÷òî öåíà ïðîäóêòà

x(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.9.3.2 Ôîðìàëèçàöèÿ ïîâåäåíèÿ ðûíî÷íûõ àãåíòîâÂ áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ (9.43) âõîäÿò âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèåïîâåäåíèå ðûíî÷íûõ àãåíòîâ: èíäèâèäóàëüíûå ñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþñäåëêè, γb è γs, è ñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþ ñïåêóëÿòèâíûõ ñäåëîê αb è
αs. �ûíî÷íûå àãåíòû (ïîêóïàòåëè è ïðîäàâöû) ñîâåðøàþò ñâîè îïåðàöèè,íå çíàÿ çíà÷åíèÿ "èñòèííîé"öåíû ïðîäóêòà, ïðè ýòîì ýêîíîìè÷åñêèåàãåíòû îðèåíòèðóþòñÿ íå òîëüêî íà òåêóùåå çíà÷åíèå ðûíî÷íîé öåíû
x(t) è ñâîè ïðåäñòàâëåíèÿ î "ñïðàâåäëèâûõ"öåíàõ, íî è íà ñêîðîñòüèçìåíåíèÿ ðûíî÷íîé öåíû, ó÷èòûâàÿ äðóãèå âîçìîæíûå ñîîáùåíèÿ. Ýòèý��åêòû îïðåäåëÿþò, â êîíöå êîíöîâ, èçìåíåíèå öåíû âî âðåìåíè, íîäåëàþò âû÷èñëåíèå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ áîëåå ñëîæíûì.
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Ñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêèÌîæíî äóìàòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ àãåíòà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿîáñòîÿòåëüñòâàìè (Ñîðîñ, 2000). Âî-ïåðâûõ, ìíîãèå àãåíòû ïîäðàæàþòñâîèì ïàðòí¼ðàì, ñëåäóÿ äîìèíèðóþùåìó òðåíäó. Äàëåå, èíäèâèäóàëüíûåñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè, γb è γs, îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå íåïîñðåäñòâåííîîæèäàíèåì óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ öåíû, î ÷åì àãåíòû ñóäÿò ïîòåêóùåé òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ. Óêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü �îðìàëèçîâàíûñëåäóþùèì îáðàçîì
dγb

dt
= µb(γb − γ0

b ) + σb
dx

dt
− ψb

(

dx

dt

)2

+ . . . ,

dγs

dt
= µs(γs − γ0

b ) − σs
dx

dt
− ψs

(

dx

dt

)2

+ . . . , (9.45)ãäå âåëè÷èíû γ0
b è γ0

s îçíà÷àþò íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñêëîííîñòåéê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè. Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé êîý��èöèåíòû
µb è µs ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðè îæèäàíèèâîçðàñòàíèÿ öåíû ÷èñëî ïîêóïàòåëåé óâåëè÷èâàåòñÿ, à ÷èñëî ïðîäàâöîâóìåíüøàåòñÿ, òàê ÷òî ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíû σb è σs òàêæå ÿâëÿþòñÿïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ñâÿçàòüñ îæèäàåìûì ðèñêîì ïðè çíà÷èòåëüíûõ êîëåáàíèÿõ öåí (Bou
haud andCont, 2002). ×åì áîëüøå êîëåáàíèå öåí, òåì ìåíåå âîçíèêàåò æåëàíèåñîâåðøàòü ñäåëêó, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû ψb è ψs ñëåäóåò ñ÷èòàòüïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè.Ñêëîííîñòè ê ñïåêóëÿòèâíûì ñäåëêàìÑîâåðøåííî ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ñêëîííîñòè ê ñïåêóëÿòèâíûìñäåëêàì. Äîëè íå ïîêèíóâøèõ ðûíîê àãåíòîâ, αb è αs, îïðåäåëÿþòñÿ êàêñëåäîâàíèåì äîìèíèðóþùåìó òðåíäó, òàê è îæèäàíèåì óâåëè÷åíèÿ èëèóìåíüøåíèÿ öåíû, î ÷åì àãåíòû ñóäÿò ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé öåíû, òàê÷òî ìîãóò áûòü çàïèñàíû óðàâíåíèÿ

dαb

dt
= νb(αb − α0

b) + βb
dx

dt
− φb

(

dx

dt

)2

+ . . . ,

dαs

dt
= νs(αs − α0

b) − βs
dx

dt
− φs

(

dx

dt

)2

+ . . . , (9.46)247



ãäå âåëè÷èíû α0
b è α0

s îçíà÷àþò íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñêëîííîñòèê ñïåêóëÿòèâíûì ñäåëêàì. Ïðåäïîëàãàÿ ñêëîííîñòü ê ïîäðàæàíèþ, êîý��èöèåíòû
νb è νs ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðè îæèäàíèèâîçðàñòàíèÿ öåíû ÷èñëî ïîêóïàòåëåé óâåëè÷èâàåòñÿ, à ÷èñëî ïðîäàâöîâóìåíüøàåòñÿ, òàê ÷òî ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíû βb è βs òàêæå ÿâëÿþòñÿïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ñâÿçàòüñ îæèäàåìûì ðèñêîì ïðè çíà÷èòåëüíûõ êîëåáàíèÿõ öåí (Bou
haud andCont, 2002). ×åì áîëüøå êîëåáàíèå öåí, òåì ìåíåå âîçíèêàåò æåëàíèåñîâåðøàòü ñäåëêó, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû φb è φs ñëåäóåò ñ÷èòàòüïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè.Ìîòèâàöèÿ ðûíî÷íûõ àãåíòîâÝêîíîìè÷åñêèå àãåíòû ïðèõîäÿò íà ðûíîê ñî ñâîèìè èíòåðåñàìè, ïîýòîìóíåîáõîäèìà îöåíêà äîñòèãàåìîé àãåíòàìè âûãîäû îò ðûíî÷íûõ îïåðàöèé.Ïîëàãàåì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ïîêóïàòåëè ïðèõîäÿò íà ðûíîê ñ íåêîòîðîéñóììîé äåíåã, ðàññ÷èòûâàÿ ïðèîáðåñòè ïðîäóêò, à ïðîäàâöû äîñòàâëÿþòòîâàð, ïðåäïîëàãàÿ åãî ïðîäàòü. Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè, ïðè αb = 0 è αs =
0 ïðîèñõîäèò îáìåí ïðîäóêòà íà äåíüãè, è âñå àãåíòû ïîêèäàþò ðûíîêäîâîëüíûìè. Â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî äåíåãó ïîêóïàòåëåé óáûâàåò, à ïðîäàâöû ïðèîáðåòàþò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâîäåíåã, òàê ÷òî êîëè÷åñòâî äåíåã ó ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ, Mb(t) è
Ms(t), ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

dMb(t)

dt
= xvb − γbnbx, Mb(0) = M0,

dMs(t)

dt
= γsnsx, Ms(0) = 0. (9.47)Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïðèòåêàíèå äåíåã íà ðûíîê è èõ ïåðåõîä îòïîêóïàòåëåé ê ïðîäàâöàì. Çàìåòèì, ÷òî ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåì, ÷òî êàæäûéðûíî÷íûé àãåíò ïðèõîäèò ñ åäèíèöåé ïðîäóêòà. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå γbnb = γsns.Åñëè αb 6= 0 è αs 6= 0, íåêîòîðûå àãåíòû ïîïåðåìåííî ñòàíîâÿòñÿ òîïîêóïàòåëÿìè, òî ïðîäàâöàìè, è â ýòîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ.Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêóïàòåëè ïðèîáðåòàþòïðîäóêò, ÷àñòü èç íèõ ïîêèäàåò ðûíîê, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü αbγbnb ñòàíîâÿòñÿïðîäàâöàìè è ÷åðåç íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆st âûõîäÿò íà ðûíîê.Îäíîâðåìåííî ïåðâîíà÷àëüíûå ïðîäàâöû ïîëó÷àþò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî248



äåíåã, ïðè÷¼ì ÷àñòü èç ýòîãî êîëè÷åñòâà αsγsnsx òðàòÿò ÷åðåç íåêîòîðûéèíòåðâàë ∆bt íà ïîêóïêó ïðîäóêòà. Ïðè îïèñàííîé èäåàëèçàöèè ìîæíîçàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà íàëè÷íûõ äåíåã ó ïîêóïàòåëåéè ïðîäàâöîâ, Mb(t) è Ms(t), â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
dMb(t)

dt
= xvb − (γbnbx)t + (αsγsnsx)t−∆bt,

dMs(t)

dt
= (γsnsx)t − (αbγbnbx)t−∆st. (9.48)Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîéîöåíêîé ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå çíà÷åíèé èíòåðâàëîâ çàïàçäûâàíèÿ ñîâåðøåíèÿïîâòîðíûõ ñäåëîê. Î÷åâèäíî, ÷òî
∆bt ≈ γ−1

b , ∆st ≈ γ−1
s .Äëÿ áîëåå àêêóðàòíîãî îïèñàíèÿ ñèòóàöèè ñëåäîâàëî áû ïðîñëåæèâàòüèñòîðèþ êàæäîãî àãåíòà, êàê ýòî äåëàåòñÿ â 'the agent-based theories' (ñì.îáçîð Samanidou et al, 2007).9.3.3 Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ�àññìîòðåííûå ñîîòíîøåíèÿ äàþò îñíîâó äëÿ �îðìóëèðîâêè çàìêíóòîéñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ äîïóùåíèÿõ. Îãðàíè÷èìñÿ äàëåå ó÷¼òîìñëàãàåìûõ ñî âòîðîé ñòåïåíüþ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ýòîìñëó÷àå íà îñíîâå óðàâíåíèé (9.43), (9.44), (9.45) è (9.46) çàïèñûâàåìñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ðûíêà

dx

dt
= r (nb − ns) ,

dnb

dt
= vb − γbnb + αs γsns,

dns

dt
= vs − γsns + αb γbnb,

dγb

dt
= µb(γb − γ0

b ) + r σb (nb − ns) − r2 ψb (nb − ns)
2 ,

dγs

dt
= µs(γs − γ0

s ) − r σs (nb − ns) − r2 ψs (nb − ns)
2 ,249



dαb

dt
= νb(αb − α0

b) + r βb (nb − ns) − r2 φb (nb − ns)
2 ,

dαs

dt
= νs(αs − α0

b) − r βs (nb − ns) − r2 φs (nb − ns)
2 . (9.49)Âñå ïåðåìåííûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷¼ìñêëîííîñòè ê ñïåêóëÿòèâíûì ñäåëêàì îãðàíè÷åíû: 0 ≤ αs ≤ 1 è 0 ≤

αb ≤ 1. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû äîëæíû áûòü çàäàíû ïîñòîÿííûåïàðàìåòðû: r, µb è µs, νb è νs, σb è σs, βb è βs, ψb è ψs, φb è φs. Ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ñêëîííîñòåé γ0
b , γ0

s è α0
b , α0

s ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìèðåøåíèÿìè ñèñòåìû è ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïåðå÷èñëåííûå ïàðàìåòðûñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîòîêè ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ, vb è vs,òàêæå çàäàíû, êàê �óíêöèè âðåìåíè, è èìåþò ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ.Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå óðàâíåíèé (9.49) îïèñàíèþ�óíêöèîíèðîâàíèÿ ðûíêà Ñîðîñîì (2001), ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ðûíêåäåéñòâóþò òðè �àêòîðà: êîòèðîâêà, îñíîâíîé òðåíä è ïðåâàëèðóþùååïðåäïî÷òåíèå, ÷åìó â èñïîëüçóåìûõ íàìè òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþò: öåíàïðîäóêòà x, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ öåíû dx
dt

= r (nb − ns) è èíäèâèäóàëüíûåñêëîííîñòè àãåíòîâ ê ñîâåðøåíèþ ñäåëîê. Èãðà ýòèõ �àêòîðîâ îïðåäåëÿåòïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.49).Ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç ñèñòåìû (9.49) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ,êîòîðûå ñîâïàäàþò ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Áó÷î è Êîíòà (Bou
haudand Cont, 2002), åñëè, êîíå÷íî, èç ïîñëåäíèõ èñêëþ÷èòü "�óíäàìåíòàëüíóþ"öåíóïðîäóêòà, ââåäåíèå êîòîðîé íå èìååò äîñòàòî÷íûõ îñíîâàíèé. Ìîæíîíàäåÿòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (9.49), òàêæå êàê è ñèñòåìà, îïèñàííàÿ Áó÷î èÊîíòîì (Bou
haud and Cont, 2002), îïèñûâàåò íåêîòîðûå îñîáåííîñòèäèíàìèêè ðûíêà.9.3.4 Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ðûíêàÀíàëèç ñèñòåìà íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé (9.49) äëÿ âû÷èñëåíèÿòðàåêòîðèè öåíû â îáùåì âèäå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîé âñèëó íàëè÷èÿ ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðûíîê. Íà÷í¼ì ñðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ.Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ðûíêàÂ ýòîì ñëó÷àå âñå ïåðåìåííûå íå ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè; çíà÷åíèÿ âåëè÷èí,õàðàêòåðèçóþùèõ àãåíòîâ, ïîñòîÿííû è ðàâíû α0
s, α0

b , γ0
b , γ0

s . Ïðè250



ýòîì ñèñòåìà (9.49) îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé÷èñëåííîñòåé àãåíòîâ
0 = vb − γ0

bn
0
b + α0

s γ
0
sn

0
s,

0 = vs − γ0
sn

0
s + α0

b γ
0
bn

0
b . (9.50)Ïðè α0

b = 1 è α0
s = 1 ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

γ0
bn

0
b = vb + γ0

sn
0
s, (9.51)ïðè÷åì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äâóõ óðàâíåíèé òðåáóåò, ÷òîáû vb = −vs.Ïðè α0

b 6= 1 è α0
s 6= 1 óðàâíåíèÿ (9.50) îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíûå(ñîáñòâåííûå) ñêëîííîñòè àãåíòîâ ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè
γ0

b =
1

n0
b

vb + α0
s vs

1 − α0
bα

0
s

, 0 ≤ α0
s < 1

γ0
s =

1

n0
s

vs + α0
b vb

1 − α0
bα

0
s

, 0 ≤ α0
b < 1. (9.52)Ïðè ýòîì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû (9.49) â ñòàöèîíàðíîìñëó÷àå ñëåäóåò, ÷òî

n0
b = n0

s, (9.53)òàê ÷òî íå âñå èç øåñòè âåëè÷èí â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (9.52) ìîãóòáûòü çàäàíû íåçàâèñèìî. Ñêëîííîñòè àãåíòîâ ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè, íàïðèìåð,ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
γ0

s = γ0
b

vs + α0
b vb

vb + α0
s vs

. (9.54)Öåíà ïðîäóêòà ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, íî ýòî "ðàâíîâåñíîå"çíà÷åíèå (â òîì ñìûñëå, êàêîå ïðèäàþò ýòîìó ñëîâó ýêîíîìèñòû) íåÿâëÿåòñÿ "�óíäàìåíòàëüíîé"öåíîé èëè öåíîé âûäåëåííîé â êàêîì ëèáîîòíîøåíèè. Ñêîðåå, ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, âíóòðè íå òî÷íî îïðåäåë¼ííîãîèíòåðâàëà (9.42) (ñì. òàêæå ðàçäåë 9.2.1).Êîëåáàíèÿ ïåðåìåííûõ ðûíêà�àññìîòðèì âíà÷àëå ðûíîê, íà êîòîðûé àãåíòû ïðèõîäÿò, ÷òîáû îáìåíÿòüäåíüãè íà ïðîäóêò è íàîáîðîò, áåç íàìåðåíèé ïåðåïðîäàâàòü, äëÿ ÷åãî251



ïîëàãàåì â óðàâíåíèÿõ (9.49) âåëè÷èíû αs = 0, αb = 0. Òîãäà ñèñòåìàóðàâíåíèé ýâîëþöèè ïðèîáðåòàåò âèä
dx

dt
= r (nb − ns) ,

dnb

dt
= vb − γbnb,

dns

dt
= vs − γsns,

dγb

dt
= µb(γb − γ0

b ) + r σb (nb − ns) − r2 ψb (nb − ns)
2 ,

dγs

dt
= µs(γs − γ0

s ) − r σs (nb − ns) − r2 ψs (nb − ns)
2 , (9.55)Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ñêëîííîñòåé ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè îïðåäåëÿþòñÿêàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèé (9.52)

γ0
b =

vb

n0
b

, γ0
s =

vs

n0
s

. (9.56)Äëÿ íà÷àëà îïóñòèì íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ñ ïàðàìåòðàìè ψb è ψs âïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (9.55). �èñóíîê 9.3 ïîêàçûâàåò òèïè÷íóþêàðòèíó ýâîëþöèè ïåðâîíà÷àëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðûíêà, ïðîÿâëÿþùóþñÿïðè øèðîêîì âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. �åøåíèå äåìîíñòðèðóåòêîëåáàíèÿ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé, ïðè÷¼ì ïåðèîä êîëåáàíèéêîíòðîëèðóåòñÿ âåëè÷èíàìè σb è σs: ÷åì ìåíüøå ýòè âåëè÷èíû, òåì áîëüøåïåðèîä êîëåáàíèé. Âîññòàíîâëåíèå ñëàãàåìûõ ñ íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìèïàðàìåòðîâ ψb è ψs â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (9.55) ïðèâîäèò,êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé âñåõïåðåìåííûõ. Êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò ïðè ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèÿõ ïåðåìåííûõîò ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé; åñëè ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòñóòñòâóåò,ðûíîê îñòà¼òñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè.Íàëè÷èå ñïåêóëÿíòîâ (αb 6= 0 è αs 6= 0) íå ìåíÿåò êà÷åñòâåííî õàðàêòåðêîëåáàíèé è íå âëèÿåò ñóùåñòâåííî íà äâèæåíèå öåíû, òàê ÷òî, ïî-âèäèìîìó, îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.49) âëþáîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íàëè÷èå êîëåáàíèé ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé,îïèñûâàþùèõ êðóøåíèå ðûíêà. Ïîñêîëüêó âñåãäà åñòü ìåñòî252



�èñóíîê 9.3 �àçðóøåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðûíêàÍà ðèñóíêå èçîáðàæåíû: ÷èñëåííîñòü ïîêóïàòåëåé è ïðîäàâöîâ ïðè íà÷àëüíûõçíà÷åíèÿõ n0
b = n0

s = 400 (ëèíèè 1); ïîòîêè (â åäèíèöó âðåìåíè) ïîêóïàòåëåéè ïðîäàâöîâ íà ðûíîê: vb = vs = 20 ñî ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé (ëèíèè 2);öåíà ïðîäóêòà ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x = 3 (êðèâàÿ 3); èíäèâèäóàëüíûåñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþ ñäåëêè ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ0
b = γ0

s = 0.05(êðèâûå 4). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðèíÿòû ñòàöèîíàðíûåçíà÷åíèÿ. Èíäèâèäóàëüíûå ñêëîííîñòè ê ñîâåðøåíèþ ñïåêóëÿòèâíûõ ñäåëîêïîëîæåíû ðàâíûìè íóëþ: αb = αs = 0. Îêîëî çíà÷åíèÿ âðåìåíè t = 30öåíà ïðîäóêòà ïàäàåò è ðûíîê îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ðàçðóøåí. Ñèñòåìûóðàâíåíèé (9.55) ðåøåíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: r = 0.1, µb = µs = 0.05,
σb = σs = 0.04, ψb = ψs = 0.ñëó÷àéíîñòÿì, òî ðåàëüíûé ðûíîê íàõîäèòñÿ èëè â �àçå ïîäú¼ìà èëè â�àçå ñïàäà öåíû. Ýòà îñîáåííîñòü áûëà îòìå÷åíà è îñåäëàíà �èíàíñîâûìñïåêóëÿíòîì Ñîðîñîì (Soros, 2001). Öåíà êîëåáëåòñÿ îêîëî íåêîòîðîãîçíà÷åíèÿ, êîòîðîå, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ "�óíäàìåíòàëüíîé"öåíîé, òàêîéïðîñòî íå ñóùåñòâóåò, íî ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíîé âíóòðè èíòåðâàëà (9.42).253



9.3.5 Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðûíêàÑèñòåìà (9.49) î÷åâèäíî ïðîÿâëÿåò íåóñòîé÷èâîå ïîâåäåíèå. Ýòî ïîíÿòíî,ïîñêîëüêó ÷åòûðå ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (9.49) ñîäåðæàò ñëàãàåìûåñ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, ÷òî îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòè äëÿíåêîíòðîëèðóåìîãî óâåëè÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê ýòî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíîâ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ çàäà÷è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÷åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòüíàáëþäåíèÿ ðåàëüíûõ ðûíêîâ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ �îðìàëüíîå èçó÷åíèåóñòîé÷èâîñòè ñ òåì, ÷òî ÷òîáû îïðåäåëèòü êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòèè îöåíèòü ïåðèîä êîëåáàíèé ðûíêà ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû.Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ñòàöèîíàðíûõçíà÷åíèé�àññìàòðèâàÿ òåïåðü ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé
yb = nb − n0

b , ys = ns − n0
s,

zb = γb − γ0
b , zs = γs − γ0

s ,

ub = αb − α0
b , us = αs − α0

s (9.57)íàõîäèì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èç óðàâíåíèé (9.48)
dyb

dt
= − γ0

byb + α0
s γ

0
sys + us γ

0
sn

0
s + α0

s zsn
0
s,

dys

dt
= − γ0

sys + α0
b γ

0
b yb + ub γ

0
bn

0
b + α0

b zbn
0
b ,

dzb

dt
= µb zb + r σb (yb − ys) ,

dzs

dt
= µs zs − r σs (yb − ys) ,

dub

dt
= νb ub + r βb (yb − ys) ,

dus

dt
= νs us − r βs (yb − ys) . (9.58)Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ðûíêà îêîëî ñòàöèîíàðíîéòî÷êè. 254



Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ õàðàêòåðèñòèêèïîâåäåíèÿ àãåíòîâÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòèñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè èíäèâèäóàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè àãåíòîâ.Áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíû αs, αb, γb è γs çàäàííûìè è ïîñòîÿííûìè, ïîñëå÷åãî ñèñòåìà (9.54) ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì
dyb

dt
= − γ0

b yb + α0
s γ

0
sys,

dys

dt
= − γ0

sys + α0
b γ

0
byb. (9.59)Ïðåäïîëàãàÿ ðåøåíèå â âèäå yb ∼ expλt, ys ∼ exp λt, íàõîäèì ñèñòåìóîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

− (γ0
b + λ)yb + αs γ

0
sys = 0,

αb γ
0
byb − (γ0

s + λ)ys = 0,Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå äëÿ λ
(γ0

b + λ)(γ0
s + λ) − αb αs γ

0
b γ

0
s = 0èëè

λ2 + (γ0
b + γ0

s )λ+ (1 − αb αs) γ
0
b γ

0
s = 0�åøåíèå èìååò âèä

λ = −1

2
(γ0

b + γ0
s ) ±

√

1

4
(γ0

b + γ0
s )

2 − (1 − αb αs) γ0
b γ

0
s (9.60)Ïðè αb = 1 è αs = 1 îäíî çíà÷åíèå íóëåâîå, âòîðîå � îòðèöàòåëüíî.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñòî ñïåêóëÿòèâíûé ðûíîê ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõâñåãäà óñòîé÷èâ. Ïðè αb 6= 1 è αs 6= 1 çíà÷åíèå λ ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì,åñëè

4γ0
b γ

0
s

(γ0
b + γ0

s)
2
> 1,÷òî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå êîëåáàíèé ïåðåìåííûõ îêîëî ñòàöèîíàðíîéòî÷êè. Îäíàêî íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ λ íå ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûõ255



ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, è íåóñòîé÷èâîñòü íå ìîæåò âîçíèêíóòü â ñëó÷àåïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ñêëîííîñòåé àãåíòîâ ê ñîâåðøåíèþ ñäåëîê.Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññåðàçâèòèÿ ðûíêà, ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (9.58) äëÿ îöåíêèóñòîé÷èâîñòè ðûíêà. Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íåèçìåííûõ õàðàêòåðèñòèêïîâåäåíèÿ, àíàëèç îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, è ýòîé çàäà÷åé ìû íåáóäåì çäåñü çàíèìàòüñÿ.9.4 ËèòåðàòóðàÄóáîâèêîâ Ì.Ì., Ñòàð÷åíêî Í.Â. Ýêîíî�èçèêà è àíàëèç �èíàíñîâûõâðåìÿííûõ ðÿäîâ. Ñáîðíèê ÝÀÈÌÈÔÈ "Ýêîíî�èçèêà. Ñîâðåìåííàÿ�èçèêà â ïîèñêàõ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè". Ìîñêâà, 2007.Ëè�øèö Å.Ì. è Ë.Ï. Ïèòàåâñêèé. Ôèçè÷åñêàÿ êèíåòèêà. Íàóêà: �ëàâíàÿðåäàêöèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû: Ìîñêâà, 1979.Óëåíáåê �. 1971. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ñòàòèñòè÷åñêîé Ìåõàíèêè.Óñïåõè Ôèçè÷åñêèõ Íàóê, Òîì 103, âûï. 2, 275 -318.Äæîí Ê. Õàëë Îïöèîíû, �üþ÷åðñû è äðóãèå ïðîèçâîäíûå �èíàíñîâûåèíñòðóìåíòû = Options, Futures and Other Derivatives. - 6-å èçä. -Ì.: "Âèëüÿìñ", 2007. - Ñ. 1056. - ISBN 0-13-149908-4Aristotle, Politi
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