
�ëàâà 10Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿòåðìîäèíàìè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèêÒåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà èçó÷àþò îäèí è òîò æå îáúåêò(õîòÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè) � ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç ìíîãèõ ÷àñòèö -òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå çàêîíû �îðìóëèðóþòñÿíåçàâèñèìî îò êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ñòðîåíèè ñèñòåìû, è, �àêòè÷åñêè,ïðèíöèïû òåðìîäèíàìèêè, îêàçûâàþòñÿ ïåðâè÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñïðèíöèïàìè ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòüìàêðîñêîïè÷åñêèé âåëè÷èíû ÷åðåç ìèêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèñèñòåìû.10.1 Ìàêðîñêîïè÷åñêîå è ìèêðîñêîïè÷åñêîåîïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûÄëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè: âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿè ýíòðîïèÿ. Ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí:òåìïåðàòóðû è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (îïðåäåëÿþùèõ è âíóòðåííèõ),�èêñèðóþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,
E(S, x) = E(S, x1, x2, . . . , xn),

U(S, x, ξ) = U(S, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs),259



F (T, x, ξ) = F (T, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs),

S(T, x, ξ) = S(T, x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . , ξs). (10.1)Ïî îïðåäåëåíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óíèâåðñàëüíûìèñîîòíîøåíèÿìè
U = F + TS, S = −
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. (10.2)Òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè ââåäåíû �åíîìåíîëîãè÷åñêè, è îòíîøåíèÿìåæäó �óíêöèÿìè îñíîâàíû íà �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, íåçàâèñÿùèõîò äåòàëåé ñòðîåíèÿ ñèñòåìû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéìíîãèõ ÷àñòèö, òàê ÷òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îïèñàíèå ñèñòåìû, êàêäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö � ìèêðîñêîïè÷åñêîåîïèñàíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (ñì., íàïðèìåð, Ëàíäàóè Ëè�øèö, 1973), ñîñòîÿíèå êàæäîé ÷àñòèöû ñèñòåìû çàäàíî êîîðäèíàòîéè èìïóëüñîì, òàê ÷òî ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû N ÷àñòèö çàäàíîíàáîðîì êîîðäèíàò q1, q2, . . . q3N è èìïóëüñîâ p1, p2, . . . p3N . Âñåãî íàìíåîáõîäèìû 6N ïåðåìåííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû çà�èêñèðîâàòü ñîñòîÿíèåñèñòåìû, ìîæíî ñêàçàòü, ìèêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿòî÷êîé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 10.1). Êîîðäèíàòû è èìïóëüñû÷àñòèö ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ
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, j = 1, 2, . . . 3N, (10.3)ãäå H � �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÷àñòèö. Ôóíêöèÿ�àìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿåò âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, çàïèñàííîå÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû âñåõ ÷àñòèö. Â ñëó÷àå, íàïðèìåð, ïðîñòîéñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èçN îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà èìååòâèä
H(p1, p1, . . . p3N ; q1, q1, . . . q3N) =

∑

j

p2

j

2m
+ V (q1, q1, . . . q3N), (10.4)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå â �àìèëüòîíîâîé�îðìå, òàêæå êàê è ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå, íîñèò óíèâåðñàëüíûéõàðàêòåð: îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âêëþ÷åíû â �óíêöèþ �àìèëüòîíà.Ìàêðîñêîïè÷åñêîå è ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèÿ ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû:òîëüêî íóæíî íàéòè ñïîñîá ïåðåõîäà îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ260



ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì. Òåìïåðàòóðà T è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
x1, x2, . . . , xn; ξ1, ξ2, . . . ÿâëÿþòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè àíàëîãàìè �àçîâûõïåðåìåííûõ: èìïóëüñîâ p1, p2, . . . p3N è êîîðäèíàò q1, q2, . . . q3N òîé æåñàìîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîé ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìîæíîâîîáðàçèòü, ÷òî, ÷åðåç íåêîòîðûå êîìáèíàöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ �àçîâûõïåðåìåííûõ (êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö) ìàêðîñêîïè÷åñêèé íàáîðïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ââåäåí. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè ñëåäóåòðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå êîìáèíàöèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò�óíêöèÿ �àìèëüòîíà.Ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå ëåæèò â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãîàíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé ìàêðîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. �èááñ ïîêàçàë (Gibbs,1902), è ýòî ÿâëÿåòñÿ åãî âåëè÷àéøèì äîñòèæåíèåì, ÷òî ìèêðîñêîïè÷åñêàÿèíòåðïðåòàöèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ââåñòè ñòàòèñòè÷åñêèéàíñàìáëü ðåàëèçàöèé ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîéñèñòåìû. �ëàâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêîé,çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ,ïîçâîëÿþùåãî âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí. Äëÿòåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèÿõ, ïðàâèëàáûëè ñ�îðìóëèðîâàíû åù¼ �èááñîì (Gibbs, 1902) è èñïîëüçîâàëèñü äëÿèçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì ñ èñêëþ÷èòåëüíûì óñïåõîì. Èçó÷åíèå íåðàâíîâåñíûõñîñòîÿíèé íà÷àëîñü, ãëàâíûì îáðàçîì, ñî ñëó÷àåâ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿâ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.10.2 Ââåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ�àññìîòðèì òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñèè èëèâ îäíîì èç ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, òàê ÷òî ýòî ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå�èêñèðóåòñÿ çíà÷åíèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ N, T, x, ξ è íåèçìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè ñèñòåìû:âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è ýíòðîïèÿ èìåþò ïîñòîÿííûåçíà÷åíèÿ E, F è S, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, ñèñòåìàïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è, åñëè ñèñòåìà èçîëèðîâàíà,èìååò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè U . Åñëè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè (ξ = 0), òî çíà÷åíèå ïîëíîéýíåðãèè U ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì âíóòðåííåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè
E. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå U ≥ E, åñëè ñèñòåìà íå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì261



ñîñòîÿíèè.Ïðè ïîëíîì îïèñàíèè ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèåêàæäîé ÷àñòèöû. Åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà÷àñòèöû (òî÷êà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå), òî òðàåêòîðèÿ êàæäîé ÷àñòèöû,ñîãëàñíî çàïèñàííûì âûøå óðàâíåíèÿì (10.3), îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íûìîáðàçîì
qj = qj(q(0), p(0), t), pj = pj(q(0), p(0), t), j = 1, 2, . . . 3NÇàêîí èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ â 6N-ìåðíîì �àçîâîìïðîñòðàíñòâå (�èñ. 10.1). Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïðîáåãàåò òî÷êè â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìóâ çàäàííîì ìàêðîñîñòîÿíèè. Èíûìè ñëîâàìè, âûáðàííîå ìàêðîñîñòîÿíèåñèñòåìû ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ýòî èîçíà÷àåò, ÷òî îäíîìó ìàêðîñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ìèêðîðåàëèçàöèé(ìèêðîñîñòîÿíèé).Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõïåðåìåííûõ N, E, x, ξ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïîâðåìåíè, è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñäâèãàõ íà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t âòå÷åíèå äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè ìîæíî ïðèãîòîâèòü ìíîæåñòâîêîïèé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ,îïðåäåë¼ííîìó çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ N, E, x, ξ. Êàæäàÿ êîïèÿ ñèñòåìû�èêñèðîâàíà îïðåäåëåííûì íàáîðîì çíà÷åíèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ qè p, è ìîæíî ãîâîðèòü î êîïèè êàê î ìèêðîñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîéñèñòåìû. Òàê, íàáîð êîïèé ñèñòåìû ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí. ×èñëî êîïèé

Ω(N, E, x, ξ) ìîæíî òàêæå íàçâàòü ÷èñëîì ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïðèçàäàííûõ çíà÷åíèÿõ N, E, x, ξ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèòñÿâ îäíîì èç ìèêðîñîñòîÿíèé, íî ìû íå çíàåì â êîòîðîì.Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ðàâíîâåðîÿòíî âëþáîì èç åå äîñòóïíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé, è ýòî óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëèâîå,î÷åâèäíî, êàê äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òàê è äëÿ ñòàöèîíàðíîéíåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàþò êàê îñíîâíîé ïîñòóëàò ñòàòèñòè÷åñêîéòåðìîäèíàìèêè.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà çàäàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê îïðåäåëÿåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòè èìïóëüñîâ ÷àñòèö. Íàïðèìåð, êîîðäèíàòû ÷àñòèö îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâåñèñòåìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â îïðåäåë¼ííîé îáëàñòè, Åñëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ262



èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ïîñòîÿííà, òî óñëîâèå
U =

∑

j

p2

j

2m
+ V (q1, q1, . . . q3N )îïðåäåëÿåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.Òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ òàêæå óñòàíàâëèâàåòíåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.×òîáû îïèñàòü çàïîëíåííîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîçäàííûìè êîïèÿìè,ïðåäñòàâèì, ÷òî �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ìîæåò áûòü ðàçäåëåíîíà ÿ÷åéêè1 ñ îáúåìîì

3N
∏

α=1

∆qα∆pαÈç-çà îãðàíè÷åíèé, óñòàíîâëåííûõ çíà÷åíèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
N, E, x, ξ, íåêîòîðûå ÿ÷åéêè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ íåäîñòóïíûìè:âûäåëÿþòñÿ ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñîäåðæàò ÷àñòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Íå âñåÿ÷åéêè èç äîñòóïíûõ ÿ÷ååê �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâîçàíÿòûìè. ×èñëî êîïèé Ωq,p = Ωq,p(N, E, x, ξ) â ÿ÷åéêå ñ îïðåäåëåííûìîáúåìîì è ñî ñïåöè�è÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò q, p ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,÷àñòüþ îáùåãî êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ ÿ÷ååê, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

∑

q,p
Ωq,p(N, E, x, ξ) = Ω(N, E, x, ξ). (10.5)Ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ÿ÷åéêàì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (10.5) çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëàâðåìåíè ñäâèãà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíñàìáëÿ, ëåâàÿ ÷àñòü- îò óñòàíîâëåííîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. ×òîáûèñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èí, ðàññìàòðèâàþò, âî-ïåðâûõ, îòíîøåíèå âåëè÷èí, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿêîïèé ïî ÿ÷åéêàì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

P
N,E,x,ξ(q, p) =

Ωq,p(N, E, x, ξ)

Ω(N, E, x, ξ)
. (10.6)1Â êëàññè÷åñêîé �èçèêå ðàçìåð ÿ÷åéêè ââåäåí èñêóññòâåííî, íî â êâàíòîâîéìåõàíèêå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ìàñøòàá: ðàçìåð ÿ÷åéêè îãðàíè÷åí ïîñòîÿííîéÏëàíêà

3N
∏

j=1

∆qj∆pj > h̄
3N263



Îïðåäåë¼ííàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò, î÷åâèäíî, îò îáúåìà ýëåìåíòàðíîéÿ÷åéêè. ×òîáû ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó, íåçàâèñèìóþ îò îáúåìà ÿ÷åéêè,óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ρ(q, p) âòî÷êå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè q è p òàêóþ, ÷òî
P (q, p) = ρ(q, p)∆q∆pè ñ÷èòàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó
∫

ρ(q, p) dqdp = 1. (10.7)Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ìîæåò áûòü ïîñòðîåí, åñëèìàêðîñêîïè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íåèçìåííûìè â òå÷åíèåíåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî ðàâíîâåñíûåèëè ñòàöèîíàðíûå íåðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûìîæíî îïèñûâàòü ýòèì ìåòîäîì, è ââåñòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿíå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Åñëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíà, ñðåäíååçíà÷åíèå ëþáîé �óíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííîâû÷èñëåíî.10.3 Ñòàòèñòèêà èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû10.3.1 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèåÎäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �àçîâûõ ïåðåìåííûõ è èìååò îïðåäåëåííîåçíà÷åíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû èìååòîïðåäåëåííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå U . Åñëè ñèñòåìà íåïîäâèæíà, òî âñèëó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû U òðàåêòîðèÿðàñïîëîæåíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè
3N
∑

j

qj = 0,
3N
∑

j

pj = 0,
3N
∑

j

p2

j

2m
+ V (q1, q1, . . . q3N ) = U.Â ñèòóàöèÿõ ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû Uñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèåé E, òàê ÷òî �óíêöèþðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå

ρ(q, p) = δ(E − H(q, p)) (10.8)264



Ýòó �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò ìèêðîêàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.Èçîëèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ íå èìååò íèêàêèõâíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ.10.3.2 Ýíòðîïèÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû×òîáû íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþèç äâóõ èçîëèðîâàííûõ ïîäñèñòåì, è èñïîëüçóåì ñâîéñòâî àääèòèâíîñòèýíòðîïèè
S = S1 + S2.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè.Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ìèêðîñêîïè÷åñêàÿñèòóàöèÿ êàæäîé èç ñèñòåì õàðàêòåðèçîâàíà ÷èñëàìè äîïóñòèìûõ ìèêðîñîñòîÿíèé

Ω1 = Ω1(N1, E1), Ω2 = Ω2(N2, E2).×èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé ñîñòàâíîé ñèñòåìû Ω = Ω12 çàâèñèò, î÷åâèäíî, îòóñëîâèé îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñèñòåì. Åñëè ñèñòåìû èçîëèðîâàíû äðóã îòäðóãà, òî îáùåå ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
Ω = Ω(N1, N2, E1, E2) = Ω1(N1, E1) Ω2(N2, E2) (10.9)Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñèñòåìû íå èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, òî åñòü äîïóñêàåòñÿîáìåí ÷àñòèöàìè è ýíåðãèåé, ñëåäóåò çàïèñàòü äðóãîå ñîîòíîøåíèå

Ω = Ω(N1 + N2, E1 + E2) > Ω1(N1, E1) Ω2(N2, E2) (10.10)Â ñèëó ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå îáñóæäàëèñü âî âòîðîé ãëàâå, ýíòðîïèþñèñòåìû ñëåäóåò ñ÷èòàòü �óíêöèåé ÷èñëà ìèêðîñîñòîÿíèé
S = S(Ω)è, ðàññìàòðèâàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ñèñòåìîé,òàê ÷òî âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñèñòåìàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è äëÿñîñòàâíîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (10.9), â ñèëó àääèòèâíîñòèýíòðîïèè çàïèñûâàåì

S(Ω) = S(Ω1Ω2) = S(Ω1) + S(Ω2)265



Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, íàõîäèì
Ω2

∂S(Ω)

∂Ω
=

∂S(Ω1)

∂Ω1

, Ω1

∂S(Ω)

∂Ω
=

∂S(Ω2)

∂Ω2Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì çàïèñàòü
Ω1

∂S(Ω1)

∂Ω1

= Ω2

∂S(Ω2)

∂Ω2

= Ω
∂S(Ω)

∂Ω
= k,ãäå k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, òàê ÷òî äëÿ ëþáîéèçîëèðîâàííîé ñèñòåìû èìååì

S(Ω) = k lnΩ (10.11)Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòûì ñîîòíîøåíèåì Áîëüöìàíà (Sommer-feld, 19 ..). Ïîñêîëüêó, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10.2)
1

T
=

∂S

∂E
= k

∂ ln Ω

∂E
, (10.12)òî, î÷åâèäíî, ïîñòîÿííàÿ k çàâèñèò îò âûáîðà åäèíèö èçìåðåíèÿ. Åñëèòåìïåðàòóðà èçìåðÿåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ, òî ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿáåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé, è ïîñòîÿííóþ k ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíèöåé. Åñëèòåìïåðàòóðà èçìåðåíà â ãðàäóñàõ, òî ïðèíèìàþò, ÷òî k ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîéÁîëüöìàíà ñî çíà÷åíèåì k = 1.38 × 1016 erg/grad.10.4 Ñòàòèñòèêà çàêðûòîé ñèñòåìû10.4.1 Êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèåÇàêðûòàÿ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæåíèåì, è ýíåðãèÿ ñèñòåìûíå ïîñòîÿííà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿçàìêíóòîé ñèñòåìû, ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ �èááñó (Gibbs, 1902), èçîëèðîâàííóþñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðè÷¼ì îäíàèç íèõ ïîìåùåíà âíóòðè äðóãîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîéïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ñèñòåìîé è íàçûâàåòñÿ òåðìîñòàòîì. (�èñ. 10.2).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà èçîëèðîâàíà è íàõîäèòñÿ266



T
ÒåðìîñòàòFigure 10.2 Ñõåìà ñèòóàöèèâ ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ïðè òåìïåðàòóðå T , ïðè ýòîì òî÷íîå çíà÷åíèåýíåðãèè ñîñòàâíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

E0 = E + ET = const.Âîçìîæåí îáìåí òåïëà ìåæäó ìàëîé ñèñòåìîé è òåðìîñòàòîì, òàê ÷òîìàëàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàêðûòîé ñèñòåìîé.Âåðîÿòíîñòü äëÿ ìàëîé ñèñòåìû èìåòü íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèåýíåðãèè E ñëåäóåò çàïèñàòü êàê
PE =

Ω(E) ΩT(ET)

Ω0(E0)
, (10.13)ãäå Ω(E) è ΩT(ET) - ÷èñëà ìèêðîñîñòîÿíèé ìàëîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà.×èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé âñåé ñèñòåìû Ω0(E0) îêàçûâàåòñÿ á�îëüøèì, ÷åìïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ìèêðîñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõýíåðãèè ìàëîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà E è ET, ñîîòâåòñòâåííî,

Ω0(E0) > Ω(E) ΩT(ET).Ñîñòîÿíèÿ ìàëîé ñèñòåìû ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè E ðàñïðåäåëåíûïî äîñòóïíûì ÿ÷åéêàì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (10.6), âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî ìàëàÿ ñèñòåìà èìååò çíà÷åíèå ýíåðãèè E è íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå267



ñî ñïåöè�è÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò è èìïóëüñà q, p çàïèñûâàåòñÿêàê
PE(q, p) =

1

Ω(E)
=

ΩT(ET)

Ω0(E0)
. (10.14)Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü òîëüêî îäíà ìèêðîðåàëèçàöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿÿ÷åéêå ñ èíäåêñîì q, p, òî åñòü ìèêðîñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.Ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîäñèñòåìû E ñâÿçàíî ñ ñî ñïåöè�è÷åñêèìèçíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò è èìïóëüñà q, p ÷åðåç �óíêöèþ �àìèëüòîíà (10.4),òàê ÷òî çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò

PE(q, p) =
ΩT[E0 − H(q, p)]

Ω0(E0)
,Ìîæíî òåïåðü èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìàÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåðìîñòàòîì, ÷òî îçíà÷àåò E ≪ ET, èïðåîáðàçîâàòü çàïèñàííîå îòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

ln ΩT[E0
− H(q, p)] = ln ΩT(E0) −

(

∂ ln ΩT(ET)

∂ET

)

ET=E0

H(q, p) + . . .Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10.12)
(

∂ ln ΩT(ET)

∂ET

)

ET=E0

=
1

kT
,òàê ÷òî

ΩT(ET) = ΩT(E0) exp

(

−
H(q, p)

kT

)

+ . . .Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ äëÿ âåðîÿòíîñòè (10.14), ïðèíèìàåì âîâíèìàíèå, ÷òî äëÿ òåðìîñòàòà ΩT(E0) ≈ Ω0(E0), ÷òî îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü,÷òî ìàëàÿ ñèñòåìà èìååò çíà÷åíèå ýíåðãèè E è íàõîäèòñÿ â íåâûðîæäåííîììèêðîñîñòîÿíèè, ïîìå÷åííîì çíà÷åíèÿìè q, p, â âèäå
PE(q, p) = exp

(

−
H(q, p)

kT

) (10.15)Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
PE(q, p) = ρ[H(q, p)]∆q∆p. (10.16)268



Ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîðìàëèçîâàííóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè
ρ(q, p) =

1

Z(T )
exp

(

−
H(q, p)

kT

)

, Z(T ) =
∫

exp

(

−
H(q, p)

kT

)

dqdp.(10.17)Ýòî - êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ çàêðûòîé ñèñòåìû â ðàâíîâåñíîéñèòóàöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü òàêæå íàïèñàíî êàê ðàñïðåäåëåíèå ïîçíà÷åíèÿì ýíåðãèè
ρ(E) =

1

Z(E, T )
exp

(

−
E

kT

)

, Z(E, T ) =
∫

E=const
exp

(

−
H(q, p)

kT

)

dqdp.(10.18)10.4.2 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíûÔóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå�óíêöèè äëÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõâåëè÷èí è íàõîäèòü âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ.Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ E äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,ñðåäíèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè êàê �óíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ
E(t) =

∫

H(q, p) ρ(q, p) dqdp (10.19)Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (10.11), ýíòðîïèþ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèèýíåðãèè ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðè�ìà ÷èñëà äîñòóïíûõìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ
S = −

∑

E

PE ln
1

Ω(E)Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ(10.16), ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
S = −

∑

PE(q, p) lnPE(q, p) = −

∫

ln ρ(q, p) ρ(q, p) dqdpÂ ñèëó çàïèñàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ýíåðãèè è ýíòðîïèè, ñðåäíååçíà÷åíèå ëîãàðè�ìà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (10.17)
∫

ln ρ(q, p) ρ(q, p) dqdp = − ln Z(T ) −
1

kT

∫

H(q, p) ρ(q, p) dqdp (10.20)269



îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå
E − TS = −kT ln Z,êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðè ñðàâíåíèè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì(10.2) îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

F = −kT ln Z, (10.21)Îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, â ñèëó èçâåñòíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõñîîòíîøåíèé (10.2), ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê çàìêíóòîé ñèñòåìû ê âû÷èñëåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà
Z(T )

S = −

(

∂F

∂T

)

V

= ln Z + T
∂ ln Z

∂T

p = −

(

∂F

∂V

)

T

= T
∂ ln Z

∂V

E = F + TS = T 2
∂ lnZ

∂T

µ =

(

∂F

∂N

)

T,V

= −T
∂ ln Z

∂N
(10.22)Ýòî ñâåäåíèå óíè�èöèðóåò ðàññìîòðåíèå ïðîáëåì, îäíàêî âû÷èñëåíèåñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ ñïåöè�è÷åñêèõ ñèñòåì, îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòîéçàäà÷åé. Îáðàçöû âû÷èñëåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â ó÷åáíèêàõ (ñì.,íàïðèìåð, Ëàíäàó è Ëè�øèö, 1976) è ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ.10.5 Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèèÌû âèäåëè â ïåðâîé ãëàâå (ñì. ðàçäåëû 1.5.6 è 1.7.2), ÷òî ðàâíîâåñíûåè ñòàöèîíàðíûå íåðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûîêàçûâàþòñÿ âûäåëåííûìè ñîñòîÿíèÿìè: ýíòðîïèÿ ñèñòåìû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõèìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ íåêîíòðîëèðóåìûõâíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàêïðèíöèï � ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè. Èìåÿ ïðåäñòàâëåíèåýíòðîïèè ÷åðåç ëîêàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü,÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó îòêëîíåíèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò270



�îðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîâåñíîìó èëè ñòàöèîíàðíîìó íåðàâíîâåñíîìóñîñòîÿíèÿì, çíà÷åíèå ýíòðîïèè óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçâèòü âàðèàöèîííûéìåòîä âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèåìëåìûé êàê äëÿ ñèñòåìâ ðàâíîâåñèè, òàê è äëÿ ñèñòåì íàõîäÿùèõñÿ â ñòàöèîíàðíûõ íåðàâíîâåñíûõñèòóàöèÿõ.210.5.1 Òðàäèöèîííûé �óíêöèîíàëÂ îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ëåæèòîïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ñèñòåìû ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ïðåäûäóùèõðàçäåëàõ áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïóùåíèÿõ âûðàæåíèåäëÿ ýíòðîïèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü íàïèñàíî â �îðìå
S = −

∫

ρ(q, p) ln ρ(q, p)dqdp. (10.23)�åçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê èçîëèðîâàííûì èëè çàìêíóòûì òåðìîäèíàìè÷åñêèìñèñòåìàì â ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîëàãàåì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèèëþáîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå è îòêðûòîé ñèñòåìû, âðàâíîâåñíîì èëè ñòàöèîíàðíîì íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè çàïèñûâàåòñÿòàêèì æå îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü òàêæå îò ïðîñòðàíñòâåííûõêîîðäèíàò, íî íå îò âðåìåíè ρ(q, p, x), è èñêàòü ýòó �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿèç òðåáîâàíèÿ ìàêñèìóìà çàïèñàííîé âûøå �óíêöèè ïðè íåêîòîðûõäîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ.Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å î ìàêñèìèçàöèè×òîáû íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(q, p), ìû èùåì òî÷êó ýêñòðåìóìàýíòðîïèè, îïðåäåë¼ííîé âûðàæåíèåì (10.23) ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè.Íåñîìíåííûì îáùèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìàëèçàöèè �óíêöèè2Òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà Äæýéíñîì (Jaynes, 1957) ïðè ññûëêå íà òåîðèþèí�îðìàöèè, è èíòåðïðåòèðîâàëàñü, êàê ìåòîä ìàêñèìèçàöèè èí�îðìàöèîííîéíåîïðåäåë¼ííîñòè èëè èí�îðìàöèîííîé ýíòðîïèè. Òåîðèÿ òàêæå ïîëó÷èëà íàçâàíèåïðîãíîñòè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðàçëè÷íûõíàçâàíèé, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòî íå àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä èëè íîâàÿ ïàðàäèãìàâ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå, íî âåñüìà ïîëåçíûé è ïðàêòè÷åñêèé âàðèàöèîííûé ìåòîä,êîòîðûé óíè�èöèðóåò âûâîä âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõñèòóàöèé. 271



ðàñïðåäåëåíèÿ
∫

ρ(q, p) dqdp = 1. (10.24)Â ñëó÷àÿõ èçîëèðîâàííîé è çàêðûòîé ñèñòåì ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìåïîñòîÿííî, íî ïðè ðàññìîòðåíèè îòêðûòîé ñèñòåìû íàëàãàåòñÿ óñëîâèåïîñòîÿíñòâà ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö
∫

N(q, p)ρ(q, p) dqdp = N. (10.25)ãäå N(q, p) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îïðåäåëÿþùåé ïðèíàäëåæíîñòü ÷àñòèöûê ñèñòåìå.Îáùèì äëÿ âñåõ ñèñòåì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû
∫

H(q, p)ρ(q, p) dqdp = U. (10.26)ãäå H(q, p) � �óíêöèÿ �àìèëüòîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (10.4).Äëÿ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèÿõ, êðîìå çàïèñàííûõâûøå ñîîòíîøåíèé, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ íåêîòîðûìäðóãèì îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå âûðàæàþòñÿ÷åðåç íåêîòîðûå êîìáèíàöèè ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, óñòàíàâëèâàþùèõïåðåìåííûå ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ãðàäèåíò òåìïåðàòóðûêàê âíóòðåííþþ ïåðåìåííóþ ñëîæíîé ñèñòåìû, ñëåäóåò îïðåäåëèòü âíóòðåííþþïåðåìåííóþ â òåðìèíàõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿèäåàëüíîãî ãàçà
∂T

∂xj

=
2

3N

∂

∂xj

(

∑

α

p2

α

2m

)

xÍèæíèé èíäåêñ x ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà äîëæíà áûòü âû÷èñëåíà â"òî÷êå"x. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû,êàê ïåðåìåííóþ ñëîæíîñòè
ξj =

∂T

∂xj

=
2

3N

∫

p2

α

2m

∂ρ(q, p, x)

∂xj

dqdpÑëåäóåò èìåòü âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ, èíòåðåñóþùèõ íàñ, ïåðåìåííûõñëîæíîñòè è çàïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âíóòðåííèõïåðåìåííûõ
∫

Bα(q, p)ρ(q, p) dqdp = ξα, α = 1, 2, . . . , s. (10.27)272



Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿÌû îáðàùàåìñÿ ñåé÷àñ ê ñëó÷àþ ñëîæíîé ñèñòåìû, êîãäà çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõâíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ îòëè÷íû îò íóëÿ è �èêñèðîâàíû. Ìû ïðåäïîëàãàåì,÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì �óíêöèè (10.23)ñ îãðàíè÷åíèÿìè (10.24), (10.26) è (10.27). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäàËàãðàíæà âìåñòî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè (10.23) ñëåäóåò èñêàòüáåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì öåëåâîé �óíêöèè
Φ = −

∫

ρ(q, p) ln ρ(q, p)dqdp − λ0

∫

ρ(q, p) dqdp

− β
∫

H(q, p)ρ(q, p) dqdp −
∑

α

λα

∫

Bα(q, p)ρ(q, p) dqdp,(10.28)ãäå λ0, β è λα ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.�åøåíèå çàäà÷è îïðåäåëÿåò óñëîâèå ýêñòðåìóìà
− ln ρ(q, p) − 1 − λ0 − βH(q, p) −

∑

α

λαBα(q, p) = 0,òàê ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä
ρ(q, p) = exp

(

−1 − λ0 − βH(q, p) −
∑

α

λαBα(q, p)

)

.Íîðìàëèçàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (óñëîâèå 10.24) îïðåäåëÿåòîäèí èç ìíîæèòåëåé
exp(1 + λ0) =

∫

exp

(

−βH(q, p) −
∑

α

λαBα(q, p)

)

dqdp,òàê ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íàïèñàíà â �îðìå
ρ(q, p) = exp

(

Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) − βH(q, p) −
∑

α

λαBα(q, p)

)

, (10.29)ãäå ââåäåíà âåëè÷èíà
Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) = − ln

∫

exp

(

−βH(q, p) −
∑

α

λαBα(q, p)

)

dqdp,(10.30)273



êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è ïåðåìåííûõñëîæíîñòè
∂Γ

∂β
= U,

∂Γ

∂λα

= ξα (10.31)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ìíîæèòåëè êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõñëîæíîñòè è ýíåðãèè
β = β(U, ξ1, ξ2, . . . , ξs), λα = λα(U, ξ1, ξ2, . . . , ξs). (10.32)Òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÒåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ñðåäíååçíà÷åíèå �óíêöèè �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïîëíîé ýíåðãèåéñèñòåìû

U =
∫

H(q, p) ρ(q, p) dqdp. (10.33)Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîãàðè�ìà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ln ρ(q, p) = Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) − βH(q, p) −

∑

α

λαBα(q, p)îïðåäåëÿåò ýíòðîïèþ
S = −Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) + βU +

∑

α

λαξα (10.34)Ñðàâíåíèå ýòîé �îðìóëû ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì (10.2) ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è òåìïåðàòóðó ñèñòåìû
F = T

(

Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) −
∑

α

λαξα

)

, T =
1

β
. (10.35)Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè è òåìïåðàòóðû,òàê ÷òî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (10.31), ìîæíî çàïèñàòü ïîëíûé äè��åðåíöèàëñâîáîäíîé ýíåðãèè

dF =

(

Γ (β, λ1, λ2, . . . , λs) −
∑

α

λαξα −
U

T

)

dT − T
∑

α

λαdξα.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì îòíîøåíèåì (1.17), âûðàæåíèå (ñîçíàêîì ìèíóñ) â áîëüøèõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåé (10.34).Âåëè÷èíû−Tλ1, −Tλ2, . . . , −Tλs ÿâëÿþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñèëàìè.274



Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10.32), òåìïåðàòóðà T ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ýíåðãèèè ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè, èëè æå ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè è òåìïåðàòóðû.Áëàãîäàðÿ èçâåñòíûì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì (10.2), çàïèñàííûåâûøå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè âû÷èñëåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêñëîæíîé ñèñòåìû ê âû÷èñëåíèþ �óíêöèè Γ . Ýòî ñâåäåíèå óíè�èöèðóåòïðîáëåìó, îäíàêî âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ ñïåöè�è÷åñêèõñèñòåì îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé ïðîáëåìîé. Îáðàçöû âû÷èñëåíèé ìîãóò áûòüíàéäåíû â ó÷åáíèêàõ ( ) è ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ.10.5.2 Íåòðàäèöèîííûå �óíêöèîíàëûÂû÷èñëåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà âûðàæåíèè äëÿýíòðîïèè, êîòîðîå èãðàåò ðîëü ïðîèçâîäÿùåãî �óíêöèîíàëà äëÿ íàõîæäåíèÿðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Õîòÿ èñïîëüçóåìîå âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèèîñíîâàíî íà íåêîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ (ñì. ðàññóæäåíèÿâî âòîðîé ãëàâå), â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïîñòðîåíèå îïðàâäûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèìèñâèäåòåëüñòâàìè. Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ÿâíî íå ïðèìåíèì äëÿ î÷åíü ìàëûõñèñòåì. Ìîæíî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ñèñòåìûñî ñëîæíûì òèïîì ñòðóêòóðû: ðåêóðñèâíî-ïîäîáíûå ñòðóêòóðû èëè ñèñòåìûñ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîððåëÿöèÿìè äàëüíåãî äåéñòâèÿ, èëè ñïåöè�è÷åñêèåäîëãîâðåìåííûå (çàìîðîæåííûå) êîððåëÿöèè, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìûêëàññè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñòü îïðåäåëåííûåîáëàñòè íåïðèìåíèìîñòè ÷ðåçâû÷àéíî óñïåøíîé âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè �èçè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ñâÿçàííîéñ �óíêöèîíàëîì (10.23). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèåäëÿ ýíòðîïèè èìååò îòëè÷íûé îò ýòîãî âûðàæåíèÿ âèä.Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â èçìåíåíèè âûðàæåíèÿäëÿ ýíòðîïèè, êîòîðóþ âñåãäà ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èñòèííóþ�èçè÷åñêóþ ýíòðîïèþ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïåðâîå è, âîçìîæíîíàèáîëåå èçâåñòíîå îáîáùåíèå �óíêöèîíàëà äëÿ ýíòðîïèè áûëî ïðåäëîæåíîÖàëèñîì (Tsallis, 1988)
S = −

∫

ρ(q, p)
ρ(q, p)q−1 − 1

q − 1
dqdp. (10.36)Âåëè÷èíà q ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäåëüíîå âûðàæåíèåäëÿ ýíòðîïèè ïðè q → 1 ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (10.23).275



Ôóíêöèîíàë äëÿ ýíòðîïèè (10.36) ñ íåîáõîäèìûìè îãðàíè÷åíèÿìèìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èâû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû.Î÷åâèäíî, ÷òî, êðîìå óêàçàííîãî âûøå, âîçìîæíû è èññëåäîâàíûðàçëè÷íûå �óíêöèîíàëû äëÿ ýíòðîïèè (Luzzi et al, 2001), êîòîðûå ïðèâîäÿòê âîçìîæíîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Áóäó÷è ïðîèçâîäÿùèì �óíêöèîíàëîì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè,ïðîöåäóðà äà¼ò íà÷àëî ñïåöè�è÷åñêèì �îðìàì ñòàòèñòèêè. Âàæíî ïðèýòîì ñëåäèòü, ÷òîáû òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îñòàâàëèñü íåíàðóøåííûìè.Íå âïîëíå ÿñåí âîïðîñ ñ àääèòèâíîñòüþ ýíòðîïèè.10.6 ËèòåðàòóðàËàíäàó Ë.Ä. è Å.Ì. Ëè�øèö. Ìåõàíèêà, Òðåòüå èçäàíèå. Íàóêà: �ëàâíàÿðåäàêöèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû: Ìîñêâà, 1973. Ïåðåâîä:L.D. Landau and E.M. Lifshitz. Me
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